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CN , Résumé. — Soit L un faisceau inversible gros sur une variété projective complexe, 

muni de deux métriques continues. On démontre que la répartition des valeurs propres 

Ode transition entre les normes L 2 sur H° (X,nL) par rapport à ces deux métriques 
converge en loi vers une mesure de probabilité borélienne sur M lors que n tend vers 
l'infinie. Cela peut être considéré comme une généralisation de l'existence de l'énergie 
à l'équilibre comme une limite, ou une extension des résultats de Berndtsson à des cas 
(■H ' plus généraux de systèmes linéaires gradués. Notre approche permet aussi d'établir 

-^-^ l'analogue p-adique de ce résultat. 

c3 ' 

Abstract. — Let L be a big invertible sheaf on a complex projective variety, 
equipped with two continuous metrics. We prove that the distribution of the eigen- 
values of the transition matrix between the L 2 norms on H°(X, nL) with respect to 
the two métriques converges as n goes to infinity to a Borel probability measure on 
^- , M. This resuit can be thought of as a generalization of the existence of the energy at 

£N| ■ the equilibrium as a limit, or an extension of Berndtsson's results to a more gênerai 

context of graded linear séries. Our approach also permits to obtain a p-adic analogue 

00 of the resuit. 
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1. Introduction 

Soient X une variété projective complexe (ou, plus loin, définie sur un corps non- 
archimédien complet) et L un fibre inversible sur X. On suppose que L est gros, 
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c'est-à-dire que le volume de L, défini comme 

rg c H°(X,nL) 

vol(L) := lim -z— , 

?i-!-+oo n a /a\ 

est strictement positif, où d est la dimension de X. Dans [2], Berman et Boucksom 
ont étudié la fonctionnelle d'énergie de Monge- Ampère. Étant données deux métriques 
continues ip et ip sur L, l'énergie de Monge- Ampère à l'équilibre du couple (<p, ip) est 
définie comme 

1 d f 

^«~77tE / {P^-P^)ci{L,P^y Cl {L,P^) d -^ 

où pour toute métrique continue cj> sur L, P<p désigne la borne supérieure des métriques 
(singulière) continues pluri-sous-harmoniques majorées par <p. Cet invariant décrit le 
comportement asymptotique des rapports entre les boules unité dans les systèmes 
linéaires H°(X, nL) (n ^ 1) par rapport aux normes L 2 induites par les métriques <p 
et ip respectivement. Plus précisément, pour toute mesure de probabilité (i sur X(C) 
qui est équivalente à la mesure de Lebesgue dans chaque carte locale, on a (cf. [2l 
Théorème A]) 

m ,. J\ vo\(B 2 (nL,tp,u)) 

n-t+M n a+1 vol{B 2 {nL,ip,fj,)) 

où pour toute métrique continue sur L, l'expression B 2 (nL,<f>, f£) désigne la boule 
unité dans H° (X, nL) par rapport à la norme L 2 comme la suite 

Vs€H°(X,nL), \\s\\ 2 L2 :=[ \\s\\ 2 n 4 (x) f,(dx), 

*•" JX(C) 

et les volumes sont calculés par rapport à une mesure de Haar quelconque sur 
H°(X,nL). 

Le logarithme apparaissant dans le membre de gauche de l'équation ([!} est égal 
(à multiplication par une constante près) à la moyenne des logarithmes des valeurs 
propres de la matrice de transition entre tp n et tp n . Ici, ip n et ip n sont les normes 
L 2 induites par <p et tp sur l'espace H°(X,nL) respectivement. Dans [3], Berndtsson 
étudie la distribution des valeurs propres de cette matrice de transition dans le cas ou 
ip et V sont des métriques kàhleriennes sur un fibre en droites ample L. Par l'étude 
des géodésiques dans l'espace des métriques kàhleriennes sur L, il parvient à établir le 
fait suivant : si d n = dimK, et les nombres Xj sont les logarithmes des valeurs propres 
de la matrice de transition entre ip n et ip n alors la mesure de probabilité 

3 

converge vers une mesure /x sur K quand n tend vers l'infini, qui est définie en termes 
de la géodésique de Monge- Ampère reliant ip et ip dans Hl, l'espace des métriques 
hermitiennes sur L. 

Le logarithme du rapport entre les volumes figurant dans ((T|) peut être comparé à 
la fonction de degré en géométrie d'Arakelov. Soit E un espace vectoriel sur un corps 
de nombres A', muni d'une famille de normes \\.\\ v , où v parcourt l'ensemble Mk des 
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places de K, et ||.||„ est une norme sur E ®k K Vy qui est ultramétrique lorsque v est 
une place finie, et euclidienne ou hermitienne lorsque v est réelle ou complexe. On 
suppose aussi qu'il existe un réseau (i.e. un sous-Cif-module de rang maximal, Ok 
étant l'anneau des entiers algébriques dans K) £ dans E tel que, pour toute sauf un 
nombre fini de places v, la norme ||.||„ provient de la structure de O^-module de £ . 
La donnée E = {E, {\\.\\ v )) est appelée un fibre adélique hermitien sur K, et son degré 
d'Arakelov est défini comme une somme pondérée 

(2) deg(S):=- J^ n v In ||si A • • • A s r \\ v , 

vGM K 

où (si, . . . , s r ) est une base de E sur K, et le poids n v est le rang de K v comme espace 
vectoriel sur Q„. Cette notion est bien définie grâce à la formule de produit 

VaeA' x , ^ ^ In |a|„ = 0. 

v£M K 

On renvoie les lecteurs dans [4) Appendice A] et |12| pour des présentations détaillées 
de cette théorie. Dans le cadre de la géométrie complexe, on considère un espace 
vectoriel de rang fini V muni de deux normes hermitiennes ip et ib. Il s'avère que 
le logarithme du rapport entre les volumes des boules unité (par rapport & tp et ip 
respectivement) s'écrit sous la forme 

( 3 ) ln Z2 T7ï^7T^ -d^(V,y»,V):=-lnl| S iA---A Sr || y + ln|| Sl A---A Sr |U, 

vol(B(V,ip)) 

où (si, . . . ,s r ) est une base de V. L'indépendance du choix de base provient de la 
formule de produit naïve 

VaeC x , ln|o|-ln|o|=0. 
Avec cette notation, la formule ((ÏJ peut être reformulée sous la forme 
,. dïg(H°(X,nL),Ll^LU 

Cela ressemble beaucoup au théorème de Hilbert-Samuel arithmétique pour les fibres 
inversibles hermitiens sur une variété arithmétique projective. 

Au vue de [3] et les résultats de convergence établis dans [9], il est naturel de 
se demander si la répartition des valeurs propres de la métrique Ir par rapport 
à L\ admet des bonnes propriétés asymptotiques dans des situations plus géné- 
rales. Contrairement au cas arithmétique, il semble être impossible de reformuler ces 
spectres de façon fonctorielle, qui est un point essentiel de la démonstration des résul- 
tats de convergence dans [9]. Ce phénomène peut être expliqué par l'occurence d'un 
poids négatif dans la formule ([3]), qui n'est pas le cas dans le cadre arithmétique. On 
renvoie les lecteurs dans |10| remarque 5.10 et §4 exemple 2 pour des contre-exemples 
qui expliquent ce phénomène. 

La contribution majeure de l'article consiste à introduire la méthode de troncature 
pour étudier le comportement asymptotique des valeurs propres de transition entre 
deux métriques. On considère les troncatures de la métrique -0 par les dilatations de 
la métrique tp. Cela nous permet d'établit le résultat suivant (cf. théorème l5.2l infra) : 
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Théorème principal. -- Soient k le corps des nombres complexes ou un corps com- 
plet non-archimédien, X une variété projective sur k de dimension d ^ 1, et L un 
Ox-fnodule inversible gros, muni de deux métriques continues ipetip. Pour tout entier 
n ^ 1, soient tp n et ip n les normes sup sur H°(X, nL) par rapport aux métriques ip et 
ip respectivement. Soient en outre ip' n et ip' n des normes hermitiennes sur H°(X,nL) 
tels auS 1 '] m&x(d(ip n ,(p' n ),d(ip n ,'ip' n )) = o(n). On désigne par Z n l'application de 
{1, . . . , h (X, nL)} vers M. qui envoie i en le logarithme du i eme valeur propre (où 
on compte la multiplicité) de ip' n par rapport à (p' n , vue comme une variable aléatoire 
définie sur l'espace {1, . . . ,h°(X, nL)} muni de la mesure de probabilité équirépartie. 
Alors la suite de variables aléatoires {Z n /n) n ^\ converge en loi vers une mesure de 
probabilité borélienne sur R, qui ne dépend que du couple (ip^ip). 

Rappelons que la convergence en loi signifie que, pour toute fonction h continue et 
bornée, définie sur R, la suite (K[h(Z n /n)]) n ^>i converge dans R. 

Le théorème l5.2l démontré dans §5 est en fait un peu plus fort que l'énoncé ci-dessus. 
Il est valable pour n'importe quel système gradué de sous-espaces V n C H°(X,nL) 
qui satisfait aux conditions (a)-(c) de la section §4.3. Par ailleurs, il s'applique aussi 
aux fonctions /îj définies dans §2.3, associées à des couples de normes qui peuvent être 
non-hermitiennes, et égales, lorsque les normes sont hermitiennes, aux logarithmes des 
valeurs propres de la matrice de transition (cf. H2.2p . 

La distribution asymptotique est un invariant géométrique très fin qui mesure le 
défaut de proportionnalité entre les métriques (p et ip. Il devrait être utile dans l'étude 
variationnelle des métriques sur un faisceau inversible. 

La démonstration du théorème principal combine diverses techniques de géométrie 
algébrique et géométrie arithmétique, qui occupent le contenu du reste de l'article. 
Dans §§2-3, on introduit une théorie de type Harder-Narasimhan pour un espace 
vectoriel de rang fini muni de deux normes. Cela peut être considéré comme une 
reformulation géométrique des valeurs propres de transition entre deux normes. A part 
de la ressemblance de cette construction avec la filtration et le polygone de Harder- 
Narasimhan d'un fibre vectoriel sur une courbe projective lisse, un grand avantage 
de cette reformulation est que la construction est valable dans le cas non-hermitien, 
qui nous permet de travailler directement avec des normes sup. En particulier, les 
résultats de troncature (propositions 12.81 et I3.8P sont des techniques cruciales pour la 
démonstration du théorème principal. Un autre ingrédient important est l'existence 
de l'énergie à l'équilibre comme une limite, qui est présentée dans jjH Dans le cas du 
système linéaire gradué total, c'est un résultat de Berman-Boucksom [2] (où la limite 
est explicitée). Ici on adopte l'approche de filtration de semi-groupes d'Okounkov 
développée dans [6], qui est analogue à celle de Witt Nystrôm |16j . La combinaison 
de cette méthode avec le formalisme de Harder-Narasimhan a une grande souplesse 
qui nous permet d'obtenir l'existence de l'énergie à l'équilibre dans un cadre très 
général de système linéaire gradué dans les cas complexe et non-archimédien (cf. le 



1. Si r) et r) 1 sont deux normes sur un espace vectoriel V de rang fini sur C, d(r),vf) est défini 
comme sup | In ||s||^ — In ||s|L/|. C'est une distance sur l'ensemble des normes sur V. 
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théorème 14.51 et son corollaire 14. 6p . Enfin on démontre dans SJS] une version générale 
du théorème principal (cf. le théorème 15.21 et la remarque [57 



2. Pentes d'un espace vectoriel muni de deux normes 

Dans ce paragraphe, on développe un formalisme de pentes et filtration de Harder- 
Narasimhan pour les espaces vectoriels de rang fini sur C munis de deux normes. 

2.1. Pentes et filtration de Harder-Narasimhan. — On désigne par C H la 
classe des triplets V = (V, tp, ip), où V est un espace vectoriel de rang fini sur C et <p 
et ip sont deux normes hermitiennes sur V. Pour tout V = (V, cp, ip) <G C H , on désigne 
par deg(V) le nombre réel 

(4) -hij|,si A--- As r \\ v +ln||si A ••• A s. r j| v ,, 

où (si,...,s r ) est une base de V. Si l'espace vectoriel V est non-nul, on désigne 
par ^(V) le quotient deg(V) / rg(V) , appelé la pente de V. Si W est un sous-espace 
vectoriel de V , sauf mention au contraire, on désigne par W l'espace vectoriel W muni 
des normes induites, et par V/W l'espace quotient V/W muni des normes quotient. 
La relation suivante est vérifiée pour tout sous-espace vectoriel W de V : 

(5) dég(F) = à^g{W) + feg(7/W). 

Proposition 2.1. -- Soit V = (V, (f,ip) un élément non-nul de C H . Il existe un 
unique sous-espace vectoriel Vdes de V qui vérifie les conditions suivantes : 

(1) pour tout sous-espace vectoriel W de V , on a //(W) Sj jlÇVdes), 

(2) si W est un sous-espace vectoriel de V tel que fi.(W) = /2(Vd cs ), alors on a 

W^C^des- 

Démonstration. — On désigne par A la norme de l'application d'identité de (V, \\.\\ v ) 
vers (V", H-llvO- Montrons que l'ensemble 

Vdes = {x eV : \\x\\t/, = A||a;|| v } 

vérifie les conditions figurant dans l'énoncé de la proposition. On commence par 
vérifier que Vdes est un sous-espace vectoriel non-nul de V. Par définition, l'ensemble 
Vdes contient au moins un vecteur non-nul et est stable par multiplication par un 
scalaire complexe. Il reste donc à vérifier que Vdes est stable par l'addition. Soient x 
et y deux éléments de Vdes- Comme les normes <p et tp sont hermitiennes, l'égalité du 
parallélogramme montre que 

\\x + y\\ ip + \\x-y\\ v = 2(11x11^+ \\y\\ v ), 

\\x + y||v + \\ x - 2/llv = 2 (\\ x h + hh')- 

En outre, comme A est la norme de l'application d'identité de (V, \\.\\ v ) vers (V", ||.||^), 

on a ||x + 2/||^, ^ AH-T + yH^ et ||a: — y\\^ ^ A||x — y\\ v - Comme x et y sont des vecteurs 

dans Vdes, on a ||#|lv> = -^ll^ll^ et IMU> = A|| y || ^ . On obtient donc 

2A(||x|| ¥ , + \\y\\ v ) = 2(\\x\\,p + \\y\\^) = \\x + y\\^ + \\x - y|| v , 
^ \(\\x + y\\ v + \\x - y^) = 2\(\\x\\ v + \\y\\ v ), 
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d'où ||x + l/W^p = X\\x + y\\,p et on a alors i + yG Vd es - 

Comme les normes ||.||^, et \\.\\ v sont proportionnelles sur Vd os dont le rapport est 
À, on obtient ju(Vdes) = ln(A). Si W est un sous-espace vectoriel de V, l'application 
d'identité de (A r W, ||.||^) vers (A r W, ||.|| v ) a pour norme ^ A r (inégalité d'Hadamard). 
L'égalité est atteinte si et seulement si les normes ||.||^ et ||.|| v sont proportionnelles 
de rapport A. Autrement dit, l'espace W est contenu dans Vd es - d 

Soit V un élément non-nul de C H . On désigne par j5ma.x(V) la pente de Vdes, appelée 
la pente maximale de V. On dit que V est semi-stable si /î max (^) = /î(V), ou de façon 
équivalente, Vd cs = V. La semi-stabilité de V est aussi équivalente à la condition que 
les deux normes de V sont proportionnelles. 

Étant donné V un élément non- nul de C H , on peut construire par récurrence un 
drapeau de sous-espaces vectoriels de V de la forme 

(6) = V o CV l C...CV n =V 

tel que Vi/Vi-i = (V/Vi-i)dcs pour tout i € {1, . . . , n}, où on a considéré des normes 
quotient sur V/Vi—i. Chaque sous-quotient Vi/Vi—i est un élément semi-stable dans 
C . En outre, si on désigne par Ui la pente de Vi/Vi—i, les inégalités suivantes sont 
vérifiées pour ces pentes : 

(7) ni > \xi > . .. > /Un- 
Ces nombres sont appelés les pentes successives de V. Le drapeau (|6]) est appelé la 
filtration de Harder-Narasimhan de V . 

Définition 2.2. — Soit V un élément non-nul dans C H dont la filtration de Harder- 
Narasimhan et les pentes successives sont comme dans (JH1) et (JTJ) respectivement. On 
désigne par Zy une variable aléatoire à valeur dans {/ii, . . . , /i n } telle que 

nZy fh) rg(y) 

quel que soit îÇ{l,...,n}. 

Remarque 2.3. — Les constructions présentées au-dessus sont analogues à la théo- 
rie de Harder-Narasimhan pour les fibres vectoriels sur une courbe projective régulière 
ou pour les fibres adéliques hermitiens sur un corps de nombres. Similairement à [9j 
§2.2.2], on peut incorporer la filtration de Harder-Narasimhan et les pentes successives 
dans une R-filtration décroissante. Cependant, contrairement au cas géométrique ou 
arithmétique, cette construction de M-filtration n'est pas fonctorielle, comme expliqué 
dans |101 remarque 5.f0]. En outre, la filtration de Harder-Narasimhan n'est pas né- 
cessairement l'unique filtration dont les sous-quotients sont semi-stables et de pentes 
strictement décroissantes, comme montré par un contre-exemple dans |10[ §4 exemple 
2]- 

Soit V un élément de C H qui est de rang r > 0. On désigne par Py la fonction sur 
[0,r] dont le graphe est la borne supérieure de l'enveloppe convexe des points de la 
forme (rg(T4 7 ), deg(W)). C'est une fonction concave qui est affine sur chaque intervalle 
[i — l,i] (i G {f, . . . , r}). On l'appelle le polygone de Harder-Narasimhan de V. Par 
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définition, on a P— (0) = et Py{r) = deg(V). Pour tout i <E {1, . . . , r}, on désigne 
par Jli(V) la pente sur l'intervalle [i — l,i] de la fonction Py, appelé la i cmo pente 
de V . On introduit aussi une version normalisée du polygone de Harder-Narasimhan, 
définie comme 

Mt) : = ^rj p v(t*ë(V)), t G [0, 1]. 

La relation ([S]) montre que l'on a 

(8) dei(F)=/î 1 (F) + --- + Mr(F). 

En outre, la loi de la variable aléatoire Zy (cf. définition 12. 2[) s'identifie à 



~Z^ 6 -Pi{vv 



r 

i=l 



où <5 a désigne la mesure de Dirac concentrée en a. 

Le polygone normalisé Py, la variable aléatoire Zy et la pente sont reliés par une 
formule très simple 

(9) Py{\) = E[Zy] = Ï(V). 

2.2. Relation avec les valeurs propres. — La filtration de Harder-Narasimhan 
et les pentes successives peuvent être considérées comme une interprétation intrin- 
sèque des sous-espaces propres et valeurs propres de la matrice de transition entre 
deux normes hermitiennes. En effet, étant donné un élément V = (V,ip,ip) de C H , 
quitte à choisir une base orthonormée e = {ei) r i=1 de V par rapport à la norme || . || ^, , 
on peut construire une matrice hermitienne 

/(ei,ei)^, (ei,e 2 )^ ■■■ (ei,e r ),/,^ 

(e2,ei)^ (e 2 ,e 2 )^ ■•• (ei,e r ) v , 
A v,*= : : -. : 

\(e r ,ei). i/ > (e r ,e 2 )</, ••• {e r ,e r )^J 

Si /xi > /i 2 > . . . > /!„ sont les pentes successives de V, alors les valeurs propres de 
la matrice Ay e sont e 2Ml , . . . , e 2M " . En outre, si pour tout i E {1, . . . , n} on désigne 

par V^ l > l'espace propre associé à la valeur propre e 2/ii de l'endomorphisme de V 
correspondant à la matrice Ay e relativement à la base e, alors le drapeau 

c V {1) c V {1) + V {2) Ç...C v {1) + ■■■ + V {n) = V 

est la filtration de Harder-Narasimhan de V . 

Le fait que les normes lç et ijj sont proportionnelles sur chacun des sous-espaces 
propres V^' montre l'existence d'un drapeau complet (qui est en général plus fin que 
la filtration de Harder-Narasimhan de V) 

o = v çv 1 ç...çv r = v 

tel que deg(Vi/Vi-i) = /Ui(V). En particulier, on a Py(i) — dcg(Vi). Cela peut aussi 
être interprété comme une version du théorème de Courant-Fischer pour les matrices 
symétriques ou hermitiennes. 
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2.3. Généralisation aux normes quelconques. — Les constructions que nous 
avons introduites plus haut se généralisent naturellement au cas d'un espace vectoriel 
muni de deux normes quelconques. On désigne par C la classe des espaces vectoriels 
de rang fini sur C munis de deux normes (non- nécessairement hermitiennes). Si 
V = (V, tp, tp) est un élément non- nul de C, on définit deg(y) comme le nombre 

vol(B(V,v>)) 



In 



vo\(B(V,tP))> 



où B(V, ip) et B(V, tp) sont des boules unité par rapport aux normes p et tp respecti- 
vement, et vol est une mesure de Haar sur V. Il s'avère que la définition ne dépend 
pas du choix de la mesure de Haar vol. En outre, dans le cas où les normes <p et 
tp sont hermitiennes, ce nombre coïncide à la quantité définie dans la formule ((3]). 
Comme dans le cas hermitien, on désigne par Py la fonction concave sur [0, rg(V)] 
dont le graphe est la borne supérieure de l'enveloppe convexe des points de la forme 
(rg(W), deg(W)), où W parcourt l'ensemble des sous-espaces vectoriels de V. Pour 
tout i G {1, . . . ,rg(V)}, on désigne par fti{V) la pente de la fonction Py sur l'inter- 
valle [i — l,i]. L'égalité © est encore vraie dans ce cas général. On désigne par Zy 
une variable aléatoire dont la loi est la moyenne des mesures de Dirac en p,i(V) : 

1 rg(y) 

la loi de Zy est — — ^ ô^çyy 
On introduit aussi une version normalisée du polygone de Harder-Narasimhan comme 

(10) Py{t) = -^—Py(trg(V)), ÉG [0,1]. 

La relation © est encore satisfaite dans le cas général : on a 

(11) Py(l) = E[Zy] = fl(V). 

Le résultat suivant est une comparaison entre les polygones de Harder-Narasimhan. 
Proposition 2.4- -- Soit (V,(p,tp) un élément de C. Si tp' est une autre norme sur 



V telle auS 2 '\ tp' ^ tp, alors on a P(v,tp,tl>') ^ P{v.ip.ip) comme fonctions sur [0, rg(V)]. 



Démonstration. — Pour tout sous-espace vectoriel W de V, on a B(W, tp) C B{W, tp'), 
d'où deg(W,p,tp) > dcg(W,p,tp'). Par conséquent, le point (ig(W),deg(W,p,tp')) 
est toujours situé au-dessus du graphe de la fonction P(y,ip,ip)- On obtient donc 
P{V,tp,ti>') ^ P{v,<p,Tp)- D 

Remarque 2.5. — De façon similaire, on peut montrer que, si (V,p,tp) est un 
élément de C et si ip' est une autre norme sur V telle que tp' ^ p, alors on a 
P(V,<p' t ij>) < P{v.sp,tP) comme fonctions sur [0,rg(V)]. 



2. Autrement dit, pour tout x g V on a ||x||^,/ ^ ||a;|| 
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Si V est un espace vectoriel de rang fini non-nul sur C et si ip et ip' sont deux 
normes sur V, on désigne par d(i/j, ip') la quantité 

sup I ln||x||^ -ln||a;||^/|. 

Corollaire 2.6. — Soient (V, (p, ip) un élément non-nul de C et tp 1 et ip' deux normes 
sur V. Pour tout t G [0, rg(V)] on a 

\P(V, v ,i>)(t) ~ P(V, v ',4,')(t)\ < (d((p,ip') + d(V>,V>'))t. 
Démonstration. — On désigne par i\)\ et "02 les normes sur V telles que 

||.|k=e- <J ^')||.|Uet||.||^ = e d ^ , )||.|U. 
On a ipi ^ tp' ^ ip2- En outre, pour tout t G [0, 1], on a 

P(V,v,ipi) ( É ) = P{v,f^) ( f ) _ d (^> VO t, P(v,<p,ln) (t) = P(y, v ,il>) (*) + d(i>, -0') t. 
D'après la proposition précédente, on obtient 

\P(v, v ,4,)(t) -P(v^>)(t)\ < d(iP,ip')t. 
Par le même argument on peut montrer que 

\P(v, v ,4,'){t) - P(v, V ',^')(t)\ <:d(ip,<p')t. 
La somme de ces deux inégalités implique le résultat souhaité. □ 

2.4. Normes de John et Lôwner. — Bien que les éléments de C ne satisfont pas 
à l'égalité (|SJ| en général, la technique des ellipsoïdes de John et Lôwner permet de 
retrouver ce résultat à un terme d'erreur près. En effet, si V est un espace vectoriel de 
rang r > sur C et si est une norme sur V, alors il existe deux normes hermitiennes 
<Pl et 4>J qui vérifient les propriétés suivantes (cf. |15l page 84]) : 
f 



-dl-II^IUU^IUU,, IMU<IMU<V^IUk 



Proposition 2.7. -- Soit V — (V,tp,ip) un élément deC. Si 

= V Ç Vi ç . . . C V n = V 

est un drapeau en sous-espaces vectoriels de V , alors on a 



(12) 



deg(V) -J2 d ^( V i/ V i-i) 



<rg(y)ln(rg(y)). 



Démonstration. — Considérons l'objet (V,(pL,il>j)- C'est un élément de C H . Donc 
l'égalité suivante est vérifiée (compte tenu de la formule ©) 

n 

deg{V,ip L ,ipj) =^2deg(V l /V t - 1 ,ip L ,ip J ). 

8=1 

En outre, comme ipi, ^ <p et ipj Jï ip, on a 

àèè(Vi/Vi-i,<p,il>) < teg(Vi/Vi-i,<p L ,il>j). 
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On en déduit alors 

n 

(13) ^y,VL,*j)>Y^yi/Vi-i t <p,><i>). 



En outre, les relations ||.|| v ^ y / ^g(V)\\.\\ VL et ||.||,/, ^ (y/rg(V)) 1 \\-\\i, J montre que 

(14) de^(V, <p, $) > d^(V, tp L ,1>j) - vg(V) ln(rg(F)). 

Les inégalités (fTÏÏ)) et (JT5J) montrent que 

n 

dii(F) > £ ^(Fi/Fi-i) - rg(F) k(rg(V)). 
i=l 
En utilisant le même argument à (V, y>j, t/'l), on peut montrer que 

n 

dig(F) < ^dci(F î /F î _ 1 ) + rg(^)ln(rg(F)). 

Le résultat est donc démontré. □ 

2.5. Troncature. — Soit V un espace vectoriel de rang fini sur C. Si ip est une 
norme sur V et si a est un nombre réel, on désigne par <p(a) la norme sur V telle que 

VxeV, \\x\\ v{a) = c a \\x\\ ip . 

Si (p et ^ sont deux normes sur V, on désigne par y> V "0 la norme sur V^ telle que 

VieV, IMI^vv = maxdlxll^, ||x||^,). 

Proposition 2.8. — Soient V = (V,ip,ip) un élément non-nul de C et a un nombre 
réel. On a 

___ rg(V) 

deg(V,(p,tpVip(a))- J^ max(/x;(F),a) 



^2rg(l/)ln(rg(y)) + ^^ln(2). 



Démonstration. — Soit r le rang de V. Montrons d'abord la relation suivante : 

r 

(15) \ max{fli(V) , a) = sup I Py (t) — at ) + ar. 

~i *e[0,r] v y 

En effet, comme la fonction Py(t) — at et affine sur chacun des intervalles [i — l,i] 
(i € {1, . . . , r}), on obtient 

sup (-FWi) — ai ) — max ( / (fiiiV) ~ a ) ) = / max fô(^0 — a, 0). 

Par conséquent, on a 

r r 

sup (Py(t) — at) + ar = y I max (Jli(V) — a, 0) + a) =2 max(/2,(V r ),a). 

Montrons la proposition dans le cas particulier où les normes ip et tp sont hermi- 
tiennes. Il existe alors une base e = (ei)£ =1 qui est orthonormée par rapport à la 
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norme hermitienne ip et orthogonale par rapport à ip. Pour tout i G {1, . . . ,r}, soit 
Aj = ||ei|j^. Sans perte de généralité, on peut supposer que Ai ^ . . . ^ À r . Ainsi on a 
fii(V) = ln(Ai) pour tout i G {1, . . . , r}. Soit tp' la norme hermitienne sur V telle que 

r 

||xiei H have r |||' = ^i-max(A-,e 2 "). 

i=\ 

En outre, on a 

||.Tiei + •• 
Par conséquent, on a 



Xre r \\l Vv ç a ) =maxf ^ xjXJ^ x\ê a j . 
\ î=i »=i ' 

HvVv(a) ^ ll-IU' ^ v2||.||^ V¥ ,( a ). 



On en déduit 



deg(y, <p, ^ V p(o)) < dcg(F, p, </>') ^ - log(2) + dcg(^, <p,1> V v (o)), 



d'où 



deg(V, <p, V V <p(a)) -^max(^(V), 



i' = l 



^2 l0 S( 2 )- 



Traitons maintenant le cas général. On choisit des normes hermitiennes ipi et tpi de 
sorte que d(<p,ip±) ^ \ log(r) et d(ip,ipi) ^ |log(r). Si on applique le résultat ayant 
obtenu à (V, ipi,tpi), on obtient 



< 2 l0 S( 2 )- 



deg(V,ipi,ijJi W (fi(a)) - ^ max(/^(V, <pi,ipi), a 

En outre, on a 

d(ipV ip(a),ipi V tpi(a)) < max (d(<p, <^i), d(^,-0i))- 
Donc 

I deg(V, <p, ip V <p(a)) - deg(V, <pi, ^i V ipi (a))| < d(<p, <pi)r + max(d(<^, ^i), d(^, ^i))r, 
qui est majoré par rln(r). En outre, d'après la proposition 12.71 on obtient 

|^(*)--fWi,*i)(*)| < {d{<p,ipi) + dty,4>i))t^t\n(r)^rhi{r), 
d'où 

^ r ln(r). 



sup (Py(t)-at)- sup (-P(v, ¥ .i,Vi)(*) _a * 

te[0,r] v 7 te[o,r] v 



D'après (|Ï5|) . on obtient 

r 

deg(V, <p,t/)y <p(a)) - Y^ max(/Xi(F), a) 



<2rln(r) + -log(2). 



D 
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3. Analogue non-archimédienne 

Dans ce paragraphe, on développe l'analogue du formalisme de pentes pour un 
espace vectoriel de rang fini sur un corps non-archimédien muni de deux normes 
ultramétriques. On fixe un corps k muni d'une valeur absolue non-archimédienne |.| 
qui est complet. 

3.1. Normes ultramétriques. — Soit V un espace vectoriel de rang fini r sur k 
muni d'une norme ||.||. Comme le corps k est supposé être complet, la topologie de V 
coïncide avec la topologie produit induite par tout isomorphisme k r — > V. On renvoie 
les lecteurs dans [7J I.§2, n°3] théorème 2 et la remarque figurant à la page 1.15 pour 
une démonstration. En particulier, tout sous-espace vectoriel de V est fermé (cf. loc. 
cit. le corollaire 1 du théorème 2). 

Soit {V, ||.||) un espace vectoriel ultranormé de rang fini sur k. On dit qu'une base 
e = {ei) r i=1 de V est orthogonale si la relation suivante est vérifiée 

V(Ai,...,A r ) g k r , ||Aiei + --- + A r e r || = max |A,;| • ||e.;||. 

ie{l,...,r} 

En général un espace vectoriel ultranormé ne possède pas nécessairement une base 
orthogonale. Cependant, la proposition suivante montre qu'une version asymptotique 
de l'algorithme de Gram-Schmidt est valable pour le cas non-archimédien. 

Proposition 3.1. -- Soit (V, ||.||) un espace vectoriel ultranormé de rang fini r ^ l 
sur k. Soit 

= VoÇViÇV 2 ç...ÇVr = V 

un drapeau complet de sous-espaces vectoriels de V . Pour tout e S ]0, 1[ , il existe une 



base e = {ei) r i=1 compatible au draveauv^>\ et telle que 



(16) V(Ai,...,A r ) g k r , llAieH h A r e r || ^ (1 - e) max [A»| • |k||. 

»e{i,...,r} 

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur le rang r de l'espace vectoriel V . 
Le cas où r = 1 est trivial. Supposons que la proposition a été démontrée pour les 
espaces vectoriels ultranormés de rang < r, où r ^ 2. On applique l'hypothèse de 
récurrence à V r -\ et au drapeau = Vo Ç V± Ç . . . Ç V r —i pour obtenir une base 
(ei, . . . , e r _i) compatible au drapeau et telle que 

(17)V(Ai,...,A r _i)er- 1 , ||Aiei+--- + A r _ie r _i||>(l-e) max |A;HN|. 

ie{l,...,r-l} 

Soit x un élément de V \ V r -\. On choisit un point y de V r -\ tel que (la distance 
entre x et V r ~i est strictement positive car V r -\ est fermé dans V) 

(18) \\x-y\\ < (l-e)- 1 dist(a: ) y r _i). 



3. On dit qu'une base e est compatible au drapeau complet = Vfo C Vi C V2 Ç ■ ■ ■ Ç V r = V si, 
pour tout i 6 {1, . . . , r}, on a card(V; n e) = i. 
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On choisit e r = x—y. Les vecteurs ei, . . . , e r forment une base de V qui est compatible 
au drapeau = Vb Ç V\ C . . . C V r = V. Soit (Ai, . . . , A r ) un vecteur dans k r . On 
cherche à minorer la norme de z — X\ei + ■ ■ ■ + A r e r . D'après 1|18[) . on a 

\\z\\ > |A r |-dist(x,y r _i) ^ (l-e)|A r |-||e r ||. 

Donc la minoration souhaitée est vérifiée lorsque ||A r e r | ^ || Ai ei + • • • + A r _ie r _i|j. 
Si ||A r e r || < || Aiei + ••• + A r _ie r _i||, alors on a \\z\\ = ||Aiei + ••• + A r _ie r _i| 
puisque la norme est ultramétrique. L'hypothèse de récurrence (|17[) montre que ||^|| ^ 
(1 — e)|Aj| • ||ej|| quel que soit i £ {1,. . .,r— l}.La proposition est ainsi démontrée. □ 

Remarque 3.2. — Si le corps k est localement compact, alors la proposition précé- 
dente est valable pour s = 0. En effet, la distance figurant dans (|18|) est atteinte. 



Définition 3.3. — Soit V un espace vectoriel ultranormé sur k. Soit a un élément 
dans ]0, 1]. On dit qu'une base e = (ei, . . . , e r ) de V est a- orthogonale si, pour tout 
(Ai, . . . , A r ) £ k r , on a 

||Aiei H h A. r e. r || > amax(|Ai| ■ ||ei||,..., |A r | ■ ||e r ||). 

Par déhnition, la 1-orthogonalité de e n'est rien d'autre que l'orthogonalité de e. 

Si V est un espace vectoriel ultranormé de rang fini sur fc, on désigne par V v = 
Homfe(F,fc) l'espace dual muni de la norme d'opérateur. C'est un espace vectoriel 
ultranormé sur k. 

Proposition 3.4- ~~ Soient V un espace vectoriel ultranormé de rang fini sur k, et 
(ei, . . . , e r ) une base a-orthogonale de V , où a £ ]0, 1]. Alors la base duale (e^, . . . , e^) 
est a-orthogonale. 

Démonstration. — Soit (Ai, . . . , A r ) un élément de k r . On a 

e^Aiei H h A r e r ) = A ; . 

Donc 

(19) ||eV||= sup |Ai| .. ^a-iei»- 1 

(Ai,...,A r )5é(0,...,0) ll A l e l + • • • + A r e r || 
Soit ^ = Aie) 7 + • • • + X r e^ un élément de V v . Comme £(ej) = Ai, on obtient 

|ia>l^l/INI>a|Ai|.||ey||. 
Le résultat est donc démontré. □ 

Si (Vf, (f\) et (V2, 1P2) deux espaces vectoriels de rang fini sur k qui sont ultranormés, 
on peut identifier V\ (g> V2 à Homfc(V 1 v , V2) et le munir de la norme d'opérateur. Cette 
norme sur Vi (8> V%, qui est ultramétrique, est appelée la norme tensorielle sur V\ ® V2 
et notée comme {pi®^2- Par récurrence on peut construire la norme tensorielle pour le 
produit tensoriel de plusieurs espaces vectoriels ultranormés (cf. |12l remarque 3.8]). 

Proposition 3.5. -- Soient V etW deux espaces vectoriels ultranormés de rang fini 
sur k, et a un nombre dans ]0, 1]. Si (si)f =l et (ij)^Li sont des bases a- orthogonales 
deV etW respectivement, alors (si<S>tj) i^j^ n e ^t une base a 2 -orthogonale de V ®W . 
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Démonstration. — Soit (oy) î^i^n une matrice de taille nx m à coefficients dans k. 

Soit T le tenseur X)i=i Ei=i a ij s i ® £j- On cherche à minorer la norme d'opérateur 
de T vu comme l'homomorphisme /c-linéaire de V y vers W. Soit (s/)™ =1 la base duale 
de (si)"=i- D'après la proposition ^. 41 c'est une base a-orthogonale de V y . Pour tout 
i G {1, . . . , n} on a 



\\T(sï) 
Cela montre que 






> « max , |a»3-| ' Pill- 

î£{l,...,n} 



||T||>||s/|| a max |oy|-||tj||^a max |a y | • ||si|| • ||tj||, 

iE{l,...,n} iE{l,...,nj 

où la deuxième inégalité provient de (fT§)) . Le résultat est donc démontré. □ 

Etant donné un espace vectoriel V de rang fini r sur k, muni d'une norme ultra- 
métrique ||.|j, on munit dct(V) = A r (V) de la norme quotient induite par l'homomor- 
phisme canonique V® r — > A r {V). L'inégalité d'Hardamard non-archimédienne montre 
que, pour toute base (ei, . . . , e r ) de V, on a 

r 

(20) || ei A ■ ■ • A e r \\ ^ ||ei (g) ■ ■ • <g> e r || = J| ||e;||. 

i=l 

L'égalité est vérifiée lorsque la base (ei,...,e r ) est orthogonale. Si la base est a- 
orthogonale, on a 

r 

(21) \\e 1 A---Ae r \\^a r Y[\\e l \\. 



Cela provient^! de la proposition 13.5 



3.2. Degré d'Arakelov et polygone de Harder-Narasimhan. — On désigne 
par Cfe la classe des espaces vectoriels de rang fini sur k munis de deux normes 
ultramétriques. Si V = (V, \\-\\ip, \\-\\i/>) est un élément de Ck, on désigne par deg(y) le 
nombre suivant 

— In || si A ■ ■ ■ A s r \\<p + In ||si A • ■ ■ A 8 r \\^, 

où (si, . . . , s r ) est une base arbitraire de V sur k. Cette construction ne dépend pas 
du choix de (si, . . . , s r ), grâce à la formule de produit triviale 

Vaefc x , - In |o| + In |a| = 0. 



4. Par récurrence la proposition 13.51 montre que (e CT (i) ® • • • ® e CT (r))i$CT(i),...,CT(r)^r es * une ar_ 
base de \/® r . Si £ = J3 CT a a e a (i\ ® — ® e CT ( r ) est un élément de y® n dont l'image dans A 1 "!/ est 
ei A • • • A e r , alors on a 5Z CT gs a o"( — l) sgn '- CT ' = 1, où & r désigne le groupe symétrique d'ordre r. Il 
existe alors au moins un a G 6 r tel que \a tT \ > 1. On obtient donc ||Ç| > a r Yli—i II e » II- 



RÉPARTITION DES SPECTRES LOGARITHMIQUES DE L'ÉNERGIE À L'EQUILIBRE 15 

Si de plus V est non-nul, on désigne par ju(V) le quotient deg(V)/rg(V). D'après la 
proposition 13.11 l'inégalité d'Hadamard (|2"0)) et son inégalité inverse ([2"Tj) . on obtient 
que, si 

o = v çv 1 ç..,çv n = v 

est un drapeau de sous-espaces vectoriels de V, alors on a 

n 

(22) d^(F) = ^&5(VÎ/VU), 

où on a considéré des normes sous-quotient. 

On désigne par Py la fonction sur [0, r] dont le graphe est la borne supérieure de 

l'ensemble des points de R 2 de la forme (ig(W), dcg(W)), où W parcourt l'ensemble 
des sous-espaces vectoriels de V. C'est une fonction concave qui est affine sur chacun 
des intervalles [i — l,i] (i g {1, . . . , r}). Pour tout i g {1, . . . , r}, on désigne par fii(V) 
la pente de cette fonction sur [i — 1, i]. On introduit la version normalisée de la fonction 
Py en posant 

Vt G [0, 1], P v (t) = -i-îy(*rg(F)). 
Soit en outre Zy une variable aléatoire dont la loi de probabilité est 

1 rg(V0 

La relation suivante est aussi vérifiée dans le cas non-archimédien : 

(23) îi(V) = P v (l)=E[Z v ]. 

Les résultats de EJ2.31 notamment la proposition 12 .41 et le corollaire l2.6l sont encore 
valables pour les éléments de Ck (et les démonstrations sont similaires). On résume 
ces énoncés dans la suite. 

Proposition 3.6. -- Soit (V,(p,i/)) un objet de Ck- Soient ip' et i\)' deux normes 
ultramétriques sur V . 

(1) Si ip' < V; alors P(y, v ,^') < P (V, v ,i/>) ■ 

(2) Si ip' > ip, alors P(v, v ',ifi) < P(v, v ' ,i>) ■ 

(3) En général, on a 

Vie [0,rg(V)], |P(v,^)(*)--P(v, v '^')(*)| < (d(cp,v')+d(ip,iP'))t. 

La proposition suivante pourrait être considérée comme un analogue ultramétrique 
du théorème de Courant-Fischer. 

Proposition 3.7. -- Soit V = (V,ip,ijj) un élément de Ck qui est de rang r ^ 1. 
Pour tout i G {1, . . . , r} ; on a 

(24) Pv{i)= SU P dei(W). 

WdV 
rg(W)=i 
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Démonstration. — Montrons par récurrence sur r que, pour tout a G]0,1[, il existe 
une base de V qui est simultanément a-orthogonale aux normes tp et ip. Le cas où 
r = 1 est trivial. Supposons que cet énoncé a été justifié pour tout élément de Ck de 
rang < r. On choisit ei € V \ {0} tel que 

(25) |flk^(^5)-i inf 



i|ei|| v o^ev \\x\\ v 

D'après la proposition [XII il existe un sous-espace vectoriel W C V de rang r — 1 tel 
que 

(26) VyeW, Ilei + yll^^nuaaieilUlyy. 
D'après J^SJ et ||25jl. on a 

Vj/ G W, ||ei + y\U, 2 <fc- ||ei + y\\ v ■ pf 1 > v/â- IM*. 

En outre , comme la norme "0 est ultramétrique , si \\y\\^ > 1 1 e 1 1 1 ^, , alors on a 1 1 e i + y \ | ,/, = 
\\y\\i/>- On obtient donc 

(27) ||ei +y||^ ^ \/âmax(||ei||^,||y||^). 

Par l'hypothèse de récurrence, il existe une base (e 2 , ■ • ■ , e r ) de W^ qui est simultané- 
ment -^a-orthogonale pour les normes ip et -0. Montrons que (ei, . . . , e r ) est une base 
a-orthogonale pour les normes <p> et tp. Soit (Ai, . . . , A r ) un élément de k r avec Ai =/= 0. 
D'après (|2"6"|) . on a 

|| Aiei H h X r e r \\ v ^ ^â- max(|Ai| • \\ei\\ v , ||A 2 e 2 + • • • + Are,.^) 

^ ^a-max(|Ai| • HeiH^, \/ô>- max(|A 2 | • ||e 2 || v ,,-- • , |A r | • IlerH^,)) 
^ amax(|Ai| • || e x H^, . . . , |A r | • ||e r || v ), 

où la deuxième inégalité provient de l'hypothèse que (e 2 , . . . , e r ) est une base i/a- 
orthogonale de W pour la norme ||.j| v . Cette inégalité est aussi vraie lorsque Ai = 
(on utilise directement l'hypothèse que (e 2 , . . . , e r ) est une famille -^/a-orthogonale) . 
De façon similaire, on déduit de la relation (|27|) que (ei,...,e r ) est une base a- 
orthogonale de V pour la norme ||.||^. 

Montrons alors le résultat de la proposition. On traite d'abord le cas où il existe une 
base (si, . . . , s r ) qui est simultanément orthogonale pour les normes tp et ip. Pour tout 
i G {1, . . . , r}, soit ai le logarithme du rapport HsiH^/HsiH^,. Sans perte de généralité, 
on peut supposer ai ^ a 2 ^ . . . ^ a r . Pour tout entier m G {1, . . . , r}, les vecteurs 
Si x A- • • A Si m (1 ^ ii < . . . < i m ^ r) forment une base de A m (V) qui est orthogonale 
par rapport à <p et ip simultanément. Etant donné un sous-espace vectoriel W de rang 
77i de V, quitte à écrire un élément non-nul de A m W comme une combinaison linéaire 
des s^ A • • • A Si m , on peut montrer que 

deg(W) < ai H ha m , 

et l'égalité est atteinte lorsque W est engendré par si, . . . , s m . 
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Dans le cas général, d'après l'énoncé que l'on a démontré plus haut, on peut 



(5) 



construire une suite d'objets (V,ip n ,îJ) n ) (n S N) de Ck tels que 

lim d(<p n , f) + d(ip n , ip) = 

n— »+oo 

et que, pour chaque n, il existe une base de V qui est orthogonale par rapport aux 
normes ip n et ip n simultanément. D'un côté, on a 

P (v,<e n ,il> n ){i) = sup dcg(W, (p n ,ijj n ), 
wcv 

Tg(W)=i 

de l'autre côté, on a 

|^(V>„,V<„)W - P(V^^){t)\ < (d((p n ,<p) + d(lp n ,ll>))t, 

et pour tout sous-espace vectoriel H^ de F, on a 

|deg(W, </?„, -0n) - deg(W, ip,ip)\ < (d((p n ,<p) + d(ip n ,i(j)) ig(W). 
Par passage à la limite quand n — » +00, on obtient le résultat souhaité. □ 



3.3. Troncature. — Les résultats du sous-paragraphe H2.5I sont encore valables 
pour les objets dans Ck- La démonstration est plus simple car on ne considère que des 
normes ultramétriques. Si V est un espace vectoriel de rang fini sur k et si if est une 
norme ultramétrique sur V, pour tout nombre réel a, on désigne par ip(a) la norme 
sur V telle que 

VieV, IMU(a) =c a \\x\\ v . 

Si if et ifi sont deux normes ultramétrique sur V , on désigne par tp V ip la norme sur 
y telle que 

VîGV, IMIyv-0 = max(||a;|| v , ||x||^). 
C'est aussi une norme ultramétrique sur V. 

Proposition 3.8. -- Soit V = (V,ip, ij)) un élément non-nul de Ck et a un nombre 
réel. On a 

rg(V) 

deg(V,p,V>V<p(a)) = ^ max(jE2i(V),a) 

i=l 

Démonstration. — On commence par le cas où V^ possède une base (ei, . . . , e r ) qui est 
orthogonale simultanément par rapport aux normes ip et tp. Sans perte de généralité, 
on peut supposer que 



5. Comme dans le cas complexe, pour tout couple (n, r/) de normes ultramétriques sur V, on note 

^( r ?> r /) = su p m ll^lk — m II^IU' ■ 
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Il s'avère que (ei, . . . , e r ) est également orthogonale par rapport à la norme ip V </>(a), 
et on a 

m H t |i = max(/Zi(T/), a). 

On obtient alors l'égalité annoncée. Pour le cas général, on peut approximer (ip, ifj) 
par une suite de couples ((y n , V'n))n>i telle que, pour chaque n, l'espace vectoriel V 
possède une base orthogonale par rapport à tp n et tj} n simultanément (cf. la démons- 
tration de la proposition 13 . 7[) . Par passage à la limite quand n — > +00, on obtient le 
résultat. □ 



4. Énergie à l'équilibre 

On fixe dans ce paragraphe un corps value k, qui est ou bien le corps des nombres 
complexes C muni de la valeur absolue habituelle, ou bien un corps muni d'une valeur 
absolue non-archimédienne qui est complet. Si k = C, l'expression Ck désigne la classe 
C définie dans H2.3I 

4.1. Base monomiale et semi-groupe d'Okounkov. — Dans ce sous- 
paragraphe, on rappelle la construction de semi-groupe d'Okounkov pour un système 
linéaire gradué. On renvoie les lecteurs dans |14l 1131 [5] pour plus de détails. 

Considérons un schéma projectif intègre X de dimension d ^ 1 défini sur le corps 
k. On suppose que le schéma X possède un point rationnel régulier x. L'anneau local 
Ox,x est ainsi un anneau local régulier de dimension d. On fixe une suite régulière 
(zi, . . . , Zd) dans son idéal maximal m x . Le complété formel de Ox,x par rapport à 
l'idéal maximal m^ est isomorphe à l'algèbre des séries formelles engendrée par les 
paramètres z±, . . . , z<i (cf. [111 proposition 10.16]). 

Si on choisit une relation d'ordre monomialel^J ^ sur N d , on obtient une In- 
filtration décroissante (appelée la filtration d'Okounkov) T sur Ox,x telle que 
J- a (Ox.x) soit l'idéal engendré par les monômes de la forme z@ avec f3 ^ a. Cette 
filtration est multiplicative : on a 



F a {O x ,x)F p {Ox,x)dF a+p {0 



X.. 



La filtration JF induit par passage au graduation un anneau N d -gradué gr(Ox,x) qui 
est isomorpher 7 )| à k[z\, . . . ,Zd\- En particulier, pour chaque a G N d , gr a (Ox,x) est 
un espace vectoriel de rang 1 sur k. 

Si L est un Ox-module inversible, quitte à choisir une trivialisation autour du 
point x, on peut identifier L x à Ox,x- Ainsi la filtration T induit par restriction une 
N d -filtration décroissante sur H°(X, L) qui ne dépend pas du choix de la trivialisation. 
Pour tout s € H°(X,L), on désigne par ord(s) la borne supérieure de l'ensemble des 
a E N d tels que s G T a H°(X,L). On a 

Vs,s' G H°(X,L), ord(s + s') > min (ord(s),ord(s')). 



6. C'est une relation d'ordre totale Sj sur N d telle que ^ a pour tout a £ N d et que a ^ a' 
implique a + /3 ^ a' + /3 pour tous a, a' et /3 dans N d . 

7. Cela provient du fait que Ox,x est dense dans Ox,x- 
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En outre, pour tout s € H°(X, L) et tout a G fc x , on a ord(s) = ord(as). 

Soit L un 0A"-niodule inversible. On désigne par V.(L) l'algèbre graduée 
®„> H°(X, nL) (où le produit tensoriel de faisceaux inversibles est noté addi- 
tivement). On appelle système linéaire gradué de L toute sous-algèbre graduée 
de V,{L). Etant donné un système linéaire gradué V. de L, quitte à choisir une 
trivialisation de L dans un voisinage de x, on peut identifier V. à une sous-algèbre 
graduée de l'algèbre des polynômes Ox.x [T] . La filtration T induit une N d -filtration 
décroissante sur chaque composante homogène V n . On désigne par gr(V.) la fc-algèbre 
N d+1 -graduée induite par cette filtration. C'est une sous-fc-algèbre N d+1 -graduée de 
gï(Ox.x)[T] = k[zi, . . . , Zd,T]. En particulier, les éléments (n,a) £ N d+1 tels que 
gr( n > Q )(V.) ^ {0} forment un sous-semi-groupe de N d+1 que l'on note comme r(V.). 
Pour tout n E N, on désigne par r(V^) le sous-ensemble de N d des éléments a tels 
que (n,a) € T(V m ). 

4.2. Normes monomiales. — Comme dans le sous-paragraphe précédent, on 
considère un schéma intègre X de dimension d Jï 1 sur Spec k. On fixe en outre 
un point rationnel régulier x G X(k) (dont on suppose l'existence), un système de pa- 
ramètres z = (zi, . . . , Zd) en x et une relation d'ordre monomiale sur N d . Soient L un 
Ox-rnodule inversible et V. un système linéaire gradué de L. On suppose que chaque 
fc-espace vectoriel V n est muni de deux normes (p„ et ip n , qui sont ultramétriques si k 
est non-archimédien. On suppose en outre que ces normes sont sous-multiplicatives, 
autrement dit, pour tout (n, m) € N 2 et tout (s„, s m ) G V n x V m , on a 

(28) \\s„ ® S m \\ Vn + m < HSnll^ • ||s m || ¥Jm , \\s n (g) S m ||.0„ +m < ||s„||.0„ ■ HSmlUm- 

Dans ce sous-paragraphe, on étudie le comportement asymptotique de dcg(V„, ip n , ip n ). 
Faute de la fonctorialité de la filtration de Harder-Narasimhan pour les objets dans 
Ck, on ne peut pas directement utiliser la méthode développée dans [6 pour étudier ce 
problème. Cette difficulté est contournée par la méthode de la filtration d'Okounkov. 
En effet, les normes ip n et ij} n induisent par passage au quotient des normes sur 
chacun des sous-quotients g~£ a {V n ) (a G T(V n )) que l'on notera encore comme tp n et 
ip„ par abus de langage. En outre, les résultats que l'on a établis dans le paragraphe 
précédent, notamment les relations (fT2j) et (|22|). montre que 

< A k (rg(V n )), 



deg(V n ,ip n ,tp n )- ^jT deg(gr Q (K),Vn,V'n) 

a£T(V n ) 



où Ak(r) = rln(r) si k = C, et Ak(r) = si k est non-archimédien. On en déduit 



(29) lim 

n— J-+00 



n#T(V Uj 



Y^ deg(gr Q (K),^n,'0n) 



0. 



En outre, si on munit l'espace vectoriel 



g?(V n )= gv a (V n 
aer<y„) 
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des normes (p n et ip n de sorte que les sous-espaces (de rang 1) gï a {V n ) sont orthogo- 
naux et admettent ip n et ip n (normes sous-quotient) comme normes respectivement, 
alors on a 

^2 deg(gr a (V n ) 7 ip n , ip n ) = deg(gr(V„), <£„>„). 

a£T(V n ) 

Ainsi on peut se ramener à étudier la fc-algèbre du semi- groupe T(V.) (qui est en fait 
isomorphe à gr(V.)) munie des normes adéquates. Comme le semi-groupe T(V.) forme 
une base multiplicative de l'algèbre fc[T(V.)], on peut construire une nouvelle norme 
rj n sur chaque espace gT(V n ), qui est multiplicative : pour tout 7 G r(V.), on désigne 
par s 7 l'image canonique de 7 e r(V.) dans l'algèbre fc[r(V.)], et on munit 

aer(f„) 

de la norme rj n telle que les vecteurs s rha soient orthogonales et de norme 1. À l'aide 
de ces normes auxiliaires, on peut écrire le nombre deg(gr(V^), ip n ,ipn) comme une 
différence 

deg(gr(14), ip n ,Vn) - deg(gr(K), î> n , Vn), 
ou encore comme 

Y^ deg(gr a (V n ),ip n ,r] n )- J^ deg(gr a (V n ),ip n , Vn)- 

aÇT{V n ) aeT(V n ) 

Il s'avère que les fonctions (n, a) M- dcg(gr Q (l/„), fn, Vn) et (n, a) H> dcg(gr Q (K), Vn,Vn) 
de r(V.) vers R sont sur-additives, on peut ainsi utiliser la méthode développée dans 
J6j pour étudier leur comportement asymptotique. 

4.3. Théorème de limite. — Dans ce sous-paragraphe, on fixe un entier d ^ 1 et 
un sous-semi-groupe Y de N d+1 . Pour tout entier n € N, on désigne par T n l'ensemble 
{a G N d | (n, a) G T}. On suppose que le semi-groupe F vérifie les conditions suivantes 
(cf. QU §2.1]) : 

(a) T = {0}, 

(b) il existe un sous-ensemble fini B de {1} x N d tel que T soit contenu dans le 
sous-monoïde de N d+1 engendré par B, 

(c) le groupe Z rf+1 est engendré par T. 

On désigne par E(r) le cône convexe (fermé) dans R d+1 engendré par le semi-groupe 
T. Sous les conditions comme ci-dessus, la projection de En ({1} x R d ) dans R d est un 
corps convexe dans R d , que l'on note comme A(r). En outre, on a (cf. |131 proposition 
2.1]) 

lim #£li=vol(A(r)), 

n— >+oo fi 

où vol(.) désigne la mesure de Lebesgue sur R d . 

On dit qu'une fonction $ : T — >• R est sur-additive si $(7 + 7') ^ $(7) + $(7')- 
Dans la suite, on étudie le comportement asymptotique des fonctions sur-additives. 

Lemme J^.î. -- Soit $ une fonction sur-additive définie surT telle que $(0,0) = 0. 
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(1) Pour tout nombre réel t, l'ensemble T 1 ^ := {(n, a) G r|$(n, a) ^ nt\ est un 
sous-semi-groupe de T. 

(2) Si t G R est un nombre réel tel que 

t< lira sup — $(n,a), 

n-s.+oo a ç-p n n 

alors r^ vérifie les conditions (a)-(c) introduites plus haut. 

Démonstration. -- (1) Comme la fonction $ est sur-additive, si (n, a) et (m, f3) sont 
deux éléments de T^, on a 

$(n + m,a + f3) ^ $(71, a) + $(to, j3) ^ nt + rat = (n + m)t, 

d'où (ra + m, a + /3) G T^. 

(2) On vérifie facilement que les conditions (a) et (b) sont vérifiées par le semi- 
groupe r$. Montrons la condition (c) dans la suite. Soit A un sous-ensemble fini de 
T qui engendre Z d+1 comme un groupe. Par l'hypothèse de la proposition, il existe 
e > et 7 = (m, (3) G T tels que $(m,/3) ^ (t + e)m. Par conséquent, pour tout 
(n,a) G T, on a 

<&{km + n, k{3 + a) $(n,a) + fc$(m, /3) $(n,a) + fcm(i + e) 
/cm + n fcm + n km + n 

lorsque k est assez grand. On en déduit ainsi l'existence d'un entier ko ïï 1 tel que 
&7 + C G T^ quel que soient £ G A et /c > fco, d'où r$ engendre Z d+1 comme 
groupe. D 

Remarque 4-2. — La sur-additivité de la fonction <ï> montre que 

A(rf +(1 - £) ' 2 ) d eA(T£) + (f - e)A(r£). 

D'après le théorème de Brunn-Minkowski, la fonction 1 1-4 vol(A(r^)) 1 / d est concave 
sur ] — 00, 0[ , où 

0= lim sup — $(n, a), 

donc elle est continue sur cet intervalle. En outre, comme l'ensemble (qui est dense 
dans A(r)) 

{a/n : (n,a) G T, n ^ 1} 
est contenu dans |J tgR A(r|,), on obtient 

vol(A(r)) = lim vol(A(I^)). 
t— >— 00 

Le résultat suivant est un théorème de limite pour les fonctions sur-additives 
définies sur le semi-groupe T. C'est une généralisation naturelle de [6] théorème 1.11] 

Théorème 4-3. -- Soit $ : T — > R une fonction sur-additive telle que 
(30) 6 := lim sup -$(ra,a) < +00. 

n->+oo Q gr„ 1 

Powr tout entier n ^ 1, on considère Z n — $(n, .) comme une variable aléatoire sur 
l'ensemble T n muni de la mesure de probabilité équirépartie. Alors la suite de variables 
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aléatoires (Z n /n) > converge en /oz|_l vers une variable aléatoire limite Z dont la 
loi de probabilité vérifie 

voi(A(ri)) 
F{Z >t] - voi(A(r)) ' f * °- 

Démonstration. — D'après la remaraue l4.2l la fonction F(t) := vol(A(r^))/vol(A(T)) 
définie sur t € R \ {9} est décroissante et continue, et on a lim F(t) = 1. En outre, 

t— > — oo 

la condition (|50|) montre que F(t) =0 lorsque t est assez positif. Par conséquent, si 
on étend le domaine de définition de F en K en prenant F (9) comme la limite de 
F{t) lorsque t tend vers 9 depuis la gauche, on obtient une fonction de répartition 
(continue à gauche) sur R. Pour tout entier n ^ 1 et tout nombre réel i, on a 

F(Z n >t) = ^, 

où P^ n est l'ensemble des a € N d tel que (n, a) <E T^. D'après le lemme précédent, 
on obtient 

(31) lim P(Z n >t) = F(t) 

n— >+oo 

pour tout t < 9. En outre, si t > 9, alors T^ est vide pour tout n ^ 1, et A(r^) 
est vide. Donc la relation (fÏÏTjl est aussi valable pour t > 9. Enfin, si la fonction F est 
continue en 0, alors la décroissance de t h- > P(Z„ ^ t) et celle de la fonction F montre 
que l'on a également lim P(Z n ^ 9) = F(9), le résultat est ainsi démontré. □ 

Remarque 4-4- — On peut aussi interpréter la loi limite dans le théorème précédent 
comme l'image directe de la mesure de Lebesgue sur A(r) par une fonction déterminée 
par $. On désigne par G$ : A(r) 4 MU {— oo} l'application qui envoie x en 
supjt <E M. : x <E A(r|,)}. Cette fonction est concave et prend valeurs réelles dans 



(!») 



A(r)°. Donc la fonction G$ est continue sur A(r)°. En outre, par définition la loi 
limite est égale à l'image directe de la mesure de Lebesgue normalisée sur A(r) par 
la fonction G$. En particulier, si h est une fonction continue et bornée, alors on a 

h(<&(n, a)/n) 1 f „ , „ , ,, . 

32 lim V y= " ' = / G* a; vol (Le 

n^+ao #r„ VOl(A(r)) 7 A(r) o 

On peut ainsi concrétiser la variable aléatoire Z comme la fonction G$ définie sur le 
corps convexe A(r) muni de sa tribu borélienne et la mesure de Lebesgue normalisée 
(pour être une mesure de probabilité). 

Dans la suite, on applique le résultat à la situation décrite dans H4.2I On considère 
un schéma projectif et intègre X de dimension d ^ 1 défini sur le corps k et un 
Ox-module inversible L. On fixe aussi un point rationnel régulier (dont on suppose 



8. On dit qu'une suite de variables aléatoires (Z n ) n ^i converge en loi vers une variable aléatoire 
Z si la loi de Z„ converge faiblement vers celle de Z, i.e., pour toute fonction continue et bornée h sur 
R, on a lim ¥,[h(Z n )] = E[Z], ou de façon équivalente, la fonction de répartition de Z n converge 

n— > + oc 

vers celle de Z en tout point 1ER tel que ¥(Z = x) = 0. 

9. L'ensemble UtcP ^Q^») es * convexe et son volume est égal à vol(A(r)), donc il contient A(T)°. 
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l'existence) x G X(k), un système de paramètres (z\, . . . , Zd) et une relation d'ordre 
monomiale sur N d . Soit en outr e V. un système linéaire gradué de L dont le semi- 
groupe d'Okounkov r(V.) vérifie ^ 10 )| les trois conditions présentées au début du sous- 
paragraphe. Pour chaque n £ N, on munit l'espace vectoriel V n de deux normes ip n 
et ip n , qui sont ultramétriques lorsque k est non-archimédien. 

Théorème J^.5. -- On suppose que les normes ip n et xp n vérifient les conditions 
suivantes : 

(1) le système de normes (ip n , ipn)n£N est sous-multiplicatif, i.e., satisfait à la condi- 
tion d23) ; 

(2) on a d(<p n , ip n ) = 0(n) lorsque n — > +oo ; 



(3) il existe une constante C > telle au S 11 '] inf aS r(u„) l n || s (n,a)||<^„ ^ —Cn quel 
que soit n £ N, re^l. 

Alors la suite (— J2(V n , ip n ,ip n )) n ^i converge dans R. 

Démonstration. — On introduit des normes monomiales auxiliaires r\ n comme dans 
jgJJ Soit $ : T(V.) -> R la fonction qui envoie (n, a) € T(V.) en dêg(gr a (K), <Pn,Vn)- 
C'est une fonction sur-additive. La condition (3) montre que 

lim sup — <&(«., a) < +00. 

n-++oo QEl / n n 

On désigne par Z<£ t „ = $(n, .) la variable aléatoire sur r(V^) (munie de la mesure de 
probabilité équirépartie) . D'après le théorème l4.31 on obtient que la suite de variables 
aléatoires (Z$ -n /n) n ^i converge en loi vers une variable aléatoire Z$ définie sur 
A(r(V.)) (comme dans la remarque 14.4p . De façon similaire, les conditions (2) et 
(3) montrent que la condition (3) est aussi satisfaite par les normes ip n . Si on désigne 
par 'ï' : r(V.) — > R la fonction qui envoie (n, a) <E T(V.) en deg(gr a (V n ),ip n ,n n ) et 
par Z^, tn = ^(n, .) la variable aléatoire sur r(V n ), où n £ N, n Jï 1, alors la suite de 
variables aléatoires (Z^ -n /n) n ^i converge en loi vers une variable aléatoire Z^ définie 
sur A(r(V.)). En outre, la condition (2) montre que la fonction |Z$ — Z-$\ est bornée 
sur A(r(V.))°. 

D'après la relation (|2"5|) et l'égalité 

deg(gr Q (K), fn, ipn) = deg(gr"(K), <Pn,Vn) ~ deg(gr Q (K), ipn, Vn), 

pour établir le résultat annoncé dans le théorème, il suffit de montrer que la suite 
(E[Z$ >n /n] — E[Z^,„/n])„^i converge dans R. La condition (2) du théorème montre 



10. Ces trois conditions sont satisfaites notamment quand V, contient un diviseur ample, autrement 
dit, V n ^ {0} lorsque n est assez grand, et il existe un entier p ^ 1, un Ox-module ample A et une 
section globale non-nulle s de pL — A, tels que 

bn(H°(X,nA) ^ H°(X,npL)) C V np 

quel que soit n E N, n ) 1. On renvoie les lecteurs dans 1131 lemme 2.12] pour une preuve. 

11. Voir £|4,2| pour les notations. 
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que les fonctions — |Z$. n — Z^ <n \ (n G N) sont uniformément bornée. Soit A > une 
constante telle que 

Vn ^ 1, |Z$ jtl - ^*, n | < -4"- 
Comme (Z$ !n /n) n ^i et (^* in /n) n ^i convergent en loi vers Z$ et Z^ respectivement, 
pour tout e > 0, il existe T > et n G N tel que 

VT > T Q: Vn > n , P(Z$,„ s$ -nT) < e et P(Z*, n sC -nT) < e. 

On obtient ainsi 

|E[Z$ : „/n] — E[Z^ tn /n] — E[max(Z$ jn /n, — T)] + E[max(.Z* in /n, — T)] | 

< 2eE[\Z 9>n /n - Z*,„/n|] < 2e^ 

dès que T ^ To et « ïs «o- En outre, comme les variables aléatoires Z$ tn /n et 
Zty t n/n sont uniformément bornée supérieurement, la convergence en loi des suites 
(Z$,„/n)„5>i et (-Z*,„/7l) n ^i montre que 

lim E[max(Z$. n /n, — T)]— E[max(Zif !n /n, — T)] = E[max(Z$, — T)— max(Z$, — T)]. 

De plus, comme la fonction \Z$ — Z\&\ est bornée, le théorème de convergence dominée 
montre que 

lim E[max(Z$, -T) - max(Z*, -T)} = E[Z$ - Z 9 ]. 

T— >+oo 

La relation (|33p montre alors que 

limsup |E[Z*,„/n] - E[Zç, n /n] - E[Z$ - Z*]| < 2eA 

Comme e est arbitraire, on obtient 

lim -j2(V n , <p n ,ipn) = E[^$ - Zis]. 

n 

La condition (3) dans le théorème précédent est satisfaite notamment lorsque 
les normes ip n proviennent d'une métrique continue sur le Ojc-rnodule inversibl e L 
Pour cela il faut considérer une relation d'ordre monomiale «C sur N d telle que 



(12) 



ai -\ H oy < Pi H 1- Pd implique (ai,..., ad) < (/3i,...,/3d). Soient X an l'espace 

analytique associé au fc-schéma X (au sens de Berkovich [T] si k est non-archimédien) 
et L an le tire en arrière de L sur X an . On désigne par C^- an le faisceau d'anneaux 
des fonctions continues à valeurs réelles sur X an . Par métrique continue sur L on 
entend un morphisme de faisceaux d'ensembles ||.|| de L an (g>C^- an vers C^ an qui induit 
pour chaque point x G X &n une norme ||.||(a;) sur la fibre L an (x). Etant donnée une 
métrique continue ip sur X, on peut munir H°(X,L) de la norme sup || . j| cp.sup telle 
que 

VseH°(X,L), ||s|| v . a „ p := sup \\s\\ v (x). 



12. Dans le cas où ai + • ■ • + ay = /?i + • • • + fia on peut considérer l'ordre lexicographique par 
exemple. 
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Pour tout entier n G N, la métrique (p induit par passage au produit tensoriel une 
métrique continue Lp® n sur nL. Si on désigne par ip n la norme sup sur H°(X,nL) 
induite par tp® n (ou sa restriction à V n , par abus de langage), alors le système de 
normes (vn)n^o satisfait à la condition (3) du théorème 14.51 C'est une conséquence 
du lemme de Schwarz (complexe ou non-archimédien, cf. [8] pp.205-206]). On obtient 
ainsi le corollaire suivant. 

Corollaire J^.6. -- Soient X un schéma projectif et intègre défini sur le corps k 
et L un Ox -module inversible, muni de deux métriques continue if et %j). Soit V. 
un système linéaire gradué de L, tel que T(V.) satisfasse aux conditions (a)-(c) 
présentées au début du sous-paragraphe. Pour tout entier n € N, soient (p n et ip n 
les normes sup sur V n associées aux métriques tp® n et ip® n respectivement. Alors la 
suite ('}j.(V n ,ip n ,ip n )/n) n ^i converge dans M.. 

Démonstration. — Le système de normes (<p n ) n -^o est sous-multiplicatif. En effet, si 
s et s' sont des éléments de V„ et V m respectivement, on a 

ll s ® s 'lly„ +m = SU P \\s®s'\\ v tH n + m )(x) 

< ( sup ||s|Ls>»(x)) ■ ( sup ||s'|L®m(x)) = \\s\\ Vn ■ \\s'\\ Vm . 

De même on peut vérifier que le système de normes (ip n )n^o es t aussi sous- 
multiplicatif. En outre, comme l'espace topologique X an est compact, on obtient 

sup d{\\.\\ v (x),\\.\\ 4 ,(x)) < +00. 

Ainsi d(ip n ,ïp n ) — O(n) lorsque n — > +00. Enfin, comme les normes ip„ satisfont à la 
condition (3) du théorème 14.51 on obtient la convergence de {îi(V n , (p n , ip n ) /n) n ^i en 
appliquant le théorème. □ 

Remarque ^.7. — Ce résultat peut être comparé à un travail de Witt Nystrôm |16l 
théorème 1.4]. Toutes ces deux approches utilisent la base monomiale pour construire 
des fonctions sur(sous)-additive sur le semi-groupe d'Okounkov. Cependant, la mé- 
thode de |16) repose sur la comparaison entre la métrique L 2 et la métrique sup ; tandis 
qu'ici on applique le formalisme de Harder-Narasimhan. Cette nouvelle approche a 
une grande souplesse et permet d'établir le résultat dans un cadre très général de 
système linéaire sous-multiplicativement norme sous des conditions modérées, qui est 
valable à la fois dans les cas complexe et non-archimédien. 



5. Répartition asymptotique des spectres logarithmiques 

Ce paragraphe est consacré à la démonstration du théorème principal. 

5.1. Un critère de convergence. — Dans ce sous-paragraphe, on démontre un 
critère de convergence. Si x est un nombre réel, on utilise l'expression x+ pour désigner 
max(î, 0). 
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Proposition 5.1. -- Soit (Z n ) n ^i une suite de variables aléatoires uniformément 
bornées. On suppose que, pour tout t £ R ; la suite (E[(Z„ — t)+])„^i converge dans 
R. Alors la suite de variables aléatoires (Z n ) n ^i converge en loi. 

Démonstration. — Soit h une fonction lisse à support compact. On a 
E[h(Z n )] = - f h{t) dP(Z n >t)= [ ¥(Z n > t)ti(t) dt, 



où la deuxième égalité provient de l'intégration par partie. Pour tout a € R, on a 

/ P(Z n ^t)dt = E[(Z n -a) + }. 

J a 

Donc on obtient 

E[h(Z„)} = - f h'(t) dE[(Z„ - t)+] = f h"(t)E[(Z„ - t)+] dt. 

Comme les variables aléatoires Z n sont uniformément bornées, le théorème de conver- 
gence dominée montre que la suite (M,[h(Z n )]) n ^i converge dans R. Soit I(h) sa limite. 
La fonctionnelle /(.) est continue par rapport à la norme sup sur l'espace des fonctions 
lisses à support compact. Donc elle s'étend par continuité en une forme linéaire posi- 
tive sur l'espace des fonctions continues à support compact, donc définit une mesure 
de Radon sur R. Enfin, comme les variables aléatoires Z n sont uniformément bornées, 
on obtient que /(.) est une mesure de probabilité borélienne sur R. Le résultat est 
ainsi démontré. □ 

5.2. Répartition asymptotique des spectres. — Dans la suite, on fixe un corps 
value k qui est ou bien C muni de sa valeur absolue usuelle, ou bien un corps non- 
archimédien complet. Soit X un schéma projectif intègre de dimension d ^ 1 défini sur 
k, qui possède un point rationnel régulier. Le but du sous-paragraphe est de démontrer 
le théorème suivant (cf. JJ2.3I et i J3.2l pour les notations). 

Théorème 5.2. -- Soient L un Ox -module inversible et V. un système linéaire 
gradué de L, dont le semi-groupe d'Okounkov vérifie les conditions (a)-(c) présentées 
dans j'^. 3\ Soient ip et tp deux métriques continues sur L. Pour tout entier n Jï 0, 
soient cp n et ip n les normes sup sur V n induites par les métriques produit tensoriel 
Lp® n et ip® n respectivement. Alors, 

(1) la suite de variables aléatoires { — Z(y nipn ^, n ^) n ^,i converge en loi vers une mesure 
de probabilité borélienne sur R. 

(2) la suite de polygones (P(v n ,tp n ,il> n ))n^i converge uniformément vers une fonction 
concave sur [0, 1] ; 

Démonstration. — Pour tout n G N, n ^ 1, on utilise l'expression Z n pour désigner 
la variable aléatoire ^Z^v Tll i Pn ^ n ). On a 

|Z„K sup d(||.maO,||.|U(aO) 
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quel que soit n ^ 1. Donc la suite de variables aléatoires (Z n ) n ^i est uniformément 
bornée. D'après [9] proposition 1.2.9], le deuxième énoncé est une conséquence du 
premier. 

Dans la suite, on établit le premier énoncé en utilisant le critère de convergence 
démontré dans les propositions 15.11 et le résultat de limite démontré dans le corollaire 
4.61 Pour tout paramètre réel a, on désigne par tp(a) la métrique continue sur L telle 
que 

Vxa a ", ||.m«)(a0 = e o ||.|Wx). 
Soit en outre tp V ip(a) la métrique sur L telle que 

Vx€X an , ||.i| v , V¥ , (a) (a;)=max(||.||^(.T),||.|| v(a) (a;)). 

Nous avons que la norme sup sur V n associée à la métrique (ip V tp(a))® n est ip n V 
if n (an), suivant les notations introduites dans £!2.5l ou £13.31 Le corollaire [46] appliqué 
à (p et ipy ip{a) montre que la suite Çp(V n , <p n , ipn V ip n (na))/n) n -£\ converge dans M. 
En outre, d'après les propositions 12.81 et 13.81 on a 

fi(V n ,tp n ,ip n V <p n (na)) -E[(Z n - o)+] < -A(r n ), 

n 



n 



où r n = rg(V n ) et 



VreN,r>l, A(r) := 21n(r) + -ln(2). 



Comme r n = 0(n d ) lorsque n — > +oo, on a lim n _s. +00 A(r n )/n = 0. On obtient donc 
la convergence de la suite (E[(Z„ — o)+])n>i- D'après la proposition 15.11 le résultat 
est démontré. D 

Remarque 5.3. — Le résultat du théorème précédent est encore valable si on rem- 
place (p n et ip n par des normes ip' n et ip' n telles que 

max(d((p n) <p' n ), d(ipn,ip' n )) = o(n), n -> +oo, 
et les lois limite sont la même. En effet, si on désigne par Z' n la variable aléatoire 
—Zty n ^> m ), alors pour tout a G K on a 

\E[(Z n -a) + }-E[(Z' n -a) + }\ 

^ -\îi(V n ,<pn,ip n V ip n (ari)) - fl(Vn,<p' n ,ip'n v Vn(an))| + -A(r n ) 
n n 

< -(d{(p n ,v' n ) + d(ip n ,^' n ) + A(r n )). 

Par passage à la limite quand n — > +oo. on obtient 

lim E[(Z' n -a) + } = lim E[(Z n -a)+]. 

n— >-+oo n— f+oc 

Cette observation nous permet notamment d'appliquer le théorème aux normes L 2 
dans le cas où k est le corps des nombres complexe -voir, par exemple, Lemme 3.2 de 

m- 

Remerciements. — Nous sommes reconnaissants à Sébastien Boucksom pour avoir 
tiré notre attention à l'article [3] de Berndtsson. 
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